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ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ
1.1 Ισότητα τριγώνων
1.2 Λόχος ευθυγράμμων τμημάτων
1.3 Θεώρημα του Θαλή
1.4 Ομοιοθεσία
1.5 Ομοιότητα
1.6 Λόγος εμβαδών ομοίων σχημάτων
Γενικές ασκήσεις 1ου Κεφαλαίου Επανάληψη - Ανακεφαλαίωση

 1.1.  Ισότητα τριγώνων
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( Θυμάμαι ποια είναι τα στοιχεία ενός τριγώνου (κύρια - δευτερεύοντα) και τα είδη των τρι[image: image8.jpg]


γώ-

νων.

( Μαθαίνω πότε δύο τρίγω-

να είναι ίσα και ποια είναι 
τα κριτήρια ισότητας τρίγωνων.
( Μαθαίνω ποια είναι τα κριτήρια ισότητας ορθογωνίων τριγώνων.

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ
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Αν μετατοπίσουμε κατάλληλα το τρίγωνο ΑΒΓ, χωρίς αυτό να μετα-βληθεί, τότε θα ταυ​τιστεί με ένα από τα τρίγωνα Τ1, Τ2, Τ3, Τ4.
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1. Να αποτυπώσετε το τρίγωνο ΑΒΓ σε διαφανές χαρτί και να βρεί-τε με ποιο από τα τρίγωνα Τ1, Τ2, Τ3, Τ4 ταυτίζεται.

2. Να συμπληρώσετε τις ισότητες:

ΑΒ = ......,   ΒΓ = ......,   ΓΑ = ......,
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Α = ......   Β = ..... και   Γ = .....
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Κύρια και δευτερεύοντα στοιχεία τριγώνου - Είδη τριγώνων

Σε κάθε τρίγωνο οι πλευρές και οι γωνίες του ονομάζονται κύρια στοιχεία του τριγώνου. Οι πλευρές 
ενός τριγώνου ΑΒΓ που βρίσκονται 
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απέναντι από τις 
γωνίες του Α, Β, Γ 
συμβολίζονται 
αντιστοίχως 
α, β, γ. 

Για τις γωνίες κάθε τριγώνου ισχύει
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Η γωνία του τριγώνου που περιέχε-ται μεταξύ δύο πλευρών λέγεται περιεχόμενη γωνία των πλευρών αυτών, π.χ. περιεχόμενη γωνία των 
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πλευρών ΑΒ, ΑΓ είναι η γωνία Α. Οι γωνίες του τριγώνου που έχουν κο-ρυφές τα άκρα μιας πλευράς λέγο-νται προσκείμενες γωνίες της πλευ-ράς αυτής π.χ. προσκείμενες γωνί-
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ες της πλευράς ΒΓ είναι οι Β και Γ.
Ένα τρίγωνο ανάλογα με το είδος των γωνιών του ονομάζεται:[image: image21.jpg]
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Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο η πλευρά που βρίσκεται απέναντι από την ορθή γωνία ονομάζεται 
υποτείνουσα, ενώ οι άλλες δύο ονομάζονται κάθετες πλευρές.
Ένα τρίγωνο ανά[image: image23.jpg]


λογα με τις σχέ-σεις που συνδέονται οι πλευρές του ονομάζεται:
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Σε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = ΑΓ η πλευρά ΒΓ ονομάζεται βάση του και το σημείο Α κορυφή του.

Σ΄ ένα [image: image25.jpg]


τρίγωνο, εκτός από τα κύρια στοιχεία, υπάρχουν και τα δευτε-ρεύοντα στοιχεία, που είναι οι διάμεσοι, οι διχοτόμοι και τα ύψη.
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Ίσα τρίγωνα[image: image29.emf]
Αν μετατοπί-

σουμε ένα 
τρίγωνο ΑΒΓ
σε μια άλλη 
θέση και θεω-

ρήσουμε ότι 
κατά τη μετατό-

πισή του αυτό δε μεταβάλλεται, τότε οι κορυφές του Α, Β, Γ θα πάρουν τις θέσεις των σημείων Α΄,
Β΄, Γ΄ αντιστοίχως και το τρίγωνο ΑΒΓ θα πάρει τη θέση του τριγώνου Α΄Β΄Γ΄. Αφού τα τρίγωνα ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄ ταυτίζονται, τότε οι αντίστοι-χες πλευρές και γωνίες τους θα είναι ίσες, αφού και αυτές ταυτίζο-νται. Έτσι έχουμε:
ΑΒ = Α΄Β΄,  ΒΓ = Β΄Γ΄, ΑΓ = Α΄Γ΄
και Α = Α΄ , Β = Β΄ ,   Γ = Γ΄ .
Δύο τρίγωνα ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄, για τα οποία ισχύουν οι προηγούμενες ισότητες, λέμε ότι είναι ίσα. Δηλαδή

( Αν δύο τρίγωνα έχουν τις πλευ-ρές τους ίσες μία προς μία και τις αντίστοιχες γωνίες τους ίσες, τότε είναι ίσα.
Ισχύει ακόμη και το αντίστροφο. Δηλαδή

( Αν δύο τρίγωνα είναι ίσα, τότε θα έχουν τις πλευρές τους και τις

αντίστοιχες γωνίες τους ίσες μία προς μία.

Στο εξής σε κάθε μετατόπιση τριγώ-νου θα θεωρούμε ότι αυτό δε μετα-βάλλεται. Αυτό σημαίνει ότι, αν έχουμε δύο ίσα τρίγωνα και μετατο-πίσουμε κατάλληλα το ένα από αυτά, τότε τα τρίγωνα ταυτίζονται.

Για να αποδείξουμε ότι δύο τρίγωνα είναι ίσα δεν είναι απαραίτητο να αποδείξουμε ότι έχουν όλες τις πλευρές τους και τις αντίστοιχες γωνίες ίσες μία προς μία.

Στη συνέχεια, θα μάθουμε προτά-σεις με τις οποίες διαπιστώνουμε ότι και με λιγότερα στοιχεία είναι δυνατόν να διακρίνουμε αν δύο τρίγωνα είναι ίσα.

Οι προτάσεις αυτές είναι γνωστές ως κριτήρια ισότητας τριγώνων.
Κριτήρια ισότητας τριγώνων

1ο κριτήριο ισότητας (Π - Γ - Π)

Για δύο τρίγωνα ισχύει η παρακάτω βασική ιδιότητα ισότητας
Αν δύο τρίγωνα έχουν δύο πλευ-ρές ίσες μία προς μία και την πε-ριεχόμενη γωνία τους ίση, τότε είναι ίσα.

Πράγματι,  σχεδιάζουμε δύο τρίγω-να ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄ που να έχουν δύο πλευρές ίσες ΑΒ = Α΄Β΄, ΑΓ = Α΄Γ΄ και την περιεχόμενη γωνία 
τους ίση Α = Α΄. Αν μετατοπίσουμε το τρίγωνο ΑΒΓ, έτσι ώστε η γωνία
Α να συμπέσει με την ίση της γωνία
Α΄ και η πλευρά ΑΒ να συμπέσει με την ίση της πλευρά Α΄Β΄, τότε η 
πλευρά ΑΓ θα συμπέσει με την ίση της πλευρά Α΄Γ΄ και οι κορυφές Β, Γ θα συμπέσουν με τις κορυφές Β΄, Γ΄ αντιστοίχως. Άρα τα τρίγωνα ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄ ταυτίζονται, οπότε είναι ίσα.



Για παράδειγμα, τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΕΖ του διπλανού σχήματος είναι ίσα, αφού έχουν δύο πλευρές ίσες (ΑΒ = ΔΕ = 4 cm, ΒΓ = ΕΖ = 5 cm) και την περιεχόμενη γωνία 
τους ίση (Β = Ε = 70ο). Επομένως, τα τρίγωνα θα έχουν και τα υπόλοι-πα αντίστοιχα στοιχεία τους ίσα, δηλαδή
ΑΓ = ΔΖ, Γ= Ζ και Δ= Α.

Παρατηρούμε ότι οι ίσες γωνίες Γ, Ζ βρίσκονται απέναντι από τις ίσες πλευρές ΑΒ, ΕΔ. Γενικά:

Σε ίσα τρίγωνα απέναντι από ίσες πλευρές βρίσκονται ίσες γωνίες.


2ο κριτήριο ισότητας (Γ - Π - Γ).

Σχεδιάζουμε δύο τρίγωνα ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄ που να έχουν μία πλευρά ίση ΒΓ = Β΄Γ΄ και τις προσκείμενες 
στην πλευρά αυτή γωνίες ίσες Β =
Β΄ και Γ = Γ΄. β Αν μετατοπίσουμε το τρίγωνο ΑΒΓ, έτσι ώστε η πλευρά του ΒΓ να συμπέσει με την
ίση της πλευρά Β΄Γ΄ και η γωνία Β
να συμπέσει με τη ίση της γωνία Β΄, 
τότε η γωνία Γ θα συμπέσει με την 
ίση της γωνία Γ΄ και η κορυφή Α θα συμπέσει με την κορυφή Α΄.
Άρα τα τρίγωνα ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄ ταυ-τίζονται, οπότε είναι ίσα. Επομένως

Αν δύο τρίγωνα έχουν μία πλευρά ίση και τις προσκείμενες στην πλευρά αυτή γωνίες ίσες μία προς μία, τότε είναι ίσα.


Για παράδειγμα, τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΕΖ του παραπάνω σχήματος 
είναι ίσα, αφού έχουν μία πλευρά ίση (ΑΓ = ΔΕ = 8 cm) και τις προσ-κείμενες στην πλευρά αυτή γωνίες
ίσες ( Α = Δ = 60ο, Γ = Ε = 40ο). Επομένως τα τρίγωνα θα έχουν και τα υπόλοιπα αντίστοιχα στοιχεία τους ίσα, δηλαδή
Β = Ζ,  ΑΒ = ΔΖ,  ΒΓ = ΕΖ.

Παρατηρούμε ότι οι ίσες πλευρές ΑΒ, ΔΖ βρίσκονται απέναντι από 
τις ίσες γωνίες Γ, Ε. Γενικά:

Σε ίσα τρίγωνα απέναντι από ίσες γωνίες βρίσκονται ίσες πλευρές.

3ο κριτήριο ισότητας (Π - Π - Π)

Σχεδιάζουμε δύο τρίγωνα ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄ που να έχουν και τις τρεις πλευρές τους ίσες

(ΑΒ = Α΄Β΄, ΒΓ = Β΄Γ΄, ΑΓ = Α΄Γ΄).
Αν μετατοπίσουμε κατάλληλα το τρίγωνο ΑΒΓ, τότε αυτό ταυτίζεται 
με το τρίγωνο Α΄Β΄Γ΄, οπότε τα τρίγωνα είναι ίσα. Επομένως

Αν δύο τρίγωνα έχουν τις πλευρές τους ίσες μία προς μία, τότε είναι ίσα.


Για παράδειγμα, τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΕΖ του παρακάτω σχήματος

είναι ίσα, αφού έχουν και τις τρεις πλευρές τους ίσες, ΑΒ = ΔΕ = 3 cm,
ΑΓ = ΔΖ = 6 cm και ΒΓ = ΕΖ = 5 cm. Άρα θα έχουν και τα υπόλοιπα αντί-στοιχα στοιχεία τους ίσα, δηλαδή
Α = Δ, Β = Ε και  Γ = Ζ.


Κριτήρια ισότητας ορθογωνίων τριγώνων

Τα προηγούμενα κριτήρια ισότητας τριγώνων μπορούμε να τα εφαρμό-σουμε και στα ορθογώνια τρίγωνα.


Στο σχήμα 1 τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄ είναι ίσα, γιατί έχουν τις κάθετες πλευρές τους ίσες μία προς μία και την περιεχόμενη 
γωνία τους ίση, αφού αυτή είναι ορθή.



Στο σχήμα 2 τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄ έχουν την υποτεί-νουσα και μια κάθετη πλευρά ίση και όπως προκύπτει από το Πυθα-γόρειο θεώρημα θα έχουν και την τρίτη πλευρά τους ίση. Άρα τα τρίγ-ωνα θα είναι ίσα, αφού έχουν και τις τρεις πλευρές τους ίσες μία προς μία.

Οι δύο αυτές περιπτώσεις συνοψί-ζονται στο εξής κριτήριο ισότητας ορθογωνίων τριγώνων. 
Αν δύο ορθογώνια τρίγωνα έχουν δύο αντίστοιχες πλευρές τους ίσες μία προς μία, τότε είναι ίσα.




Στο σχήμα 3 τα ορθογώνια τρίγωνα είναι ίσα, γιατί έχουν μία πλευρά ίση και τις προσκείμενες στην 
πλευρά αυτή γωνίες ίσες μία προς μία.

Στα σχήματα 4 και 5 τα ορθογώνια τρίγωνα έχουν δύο γωνίες ίσες μία προς μία, οπότε θα έχουν και την τρίτη γωνία τους ίση, αφού το άθροισμα των γωνιών ενός τριγώ-νου είναι 180ο. Άρα είναι ίσα γιατί έχουν μία πλευρά ίση και τις προ-σκείμενες στην πλευρά αυτή γωνίες ίσες μία προς μία.

Ο τρεις αυτές περιπτώσεις συνο-ψίζονται στο εξής κριτήριο ισότητας των ορθογωνίων τριγώνων.
Αν δύο ορθογώνια τρίγωνα έχουν μία αντίστοιχη πλευρά ίση και μία αντίστοιχη οξεία γωνία ίση, τότε είναι ίσα.

Από τα προηγούμενα κριτήρια ισότητας ορθογωνίων τριγώνων διαπιστώνουμε ότι: 
Δύο ορθογώνια τρίγωνα είναι ίσα, όταν έχουν

• δύο αντίστοιχες πλευρές ίσες μία προς μία ή

• μία αντίστοιχη πλευρά ίση και μία αντίστοιχη οξεία γωνία ίση.



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ - ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

 1  Σε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ 
(ΑΒ = ΑΓ) φέρνουμε τη διχοτόμο ΑΔ. α) Να συγκριθούν τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΔΓ.
β) Να αποδειχθεί ότι Β = Γ και ότι η διχοτόμος ΑΔ είναι διάμεσος και ύψος.

Λύση 
α) Συγκρίνουμε τα τρί-

γωνα ΑΒΔ, ΑΔΓ και 
παρατηρούμε ότι έχουν:

( ΑΔ = ΑΔ, κοινή 
πλευρά

( ΑΒ = ΑΓ από την 
υπόθεση

( Α1 = Α2, αφού ΑΔ

διχοτόμος της γωνίας Α. Άρα τα τρίγωνα είναι ίσα, γιατί έχουν δύο πλευρές ίσες μία προς μία και την περιεχόμενη γωνία τους ίση.
β) Επειδή τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΔΓ είναι ίσα, θα έχουν όλα τα αντίστοι-

χα στοιχεία τους ίσα, οπότε Β = Γ, 
ΒΔ = ΔΓ και Δ1 = Δ2.
Αφού είναι Δ1 = Δ2 και Δ1 + Δ2 = 180ο, θα έχουμε Δ1 = Δ2 = 90ο, οπότε η διχοτόμος ΑΔ είναι και ύψος. Η διχοτόμος ΑΔ είναι και διάμεσος, αφού ΒΔ = ΔΓ.

Αποδείξαμε λοιπόν ότι:

Σε κάθε ισοσκελές τρίγωνο:

α) Οι γωνίες της βάσης του είναι ίσες.

β) Η διχοτόμος, το ύψος και η διάμεσος που φέρνουμε από την κορυφή προς τη βάση του συμπίπτουν.

 2   Στο σχήμα της επόμενης σελί-

δας είναι Α = Δ = ω και ΑΓ = ΓΔ. Να αποδειχθεί ότι ΑΒ = ΔΕ.

Λύση 
Συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΑΒΓ, ΓΔΕ και παρατηρούμε ότι έχουν:
( ΑΓ = ΓΔ   από 
την υπόθεση

( Α = Δ      
από την 
υπόθεση

( Γ1 = Γ2    γιατί είναι κατακορυφήν γωνίες

Άρα τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΓΔΕ είναι ίσα, γιατί έχουν μια πλευρά ίση και τις προσκείμενες σε αυτή την πλευ-ρά γωνίες ίσες μία προς μία.

Αφού τα τρίγωνα είναι ίσα, θα έχουν και όλα τα υπόλοιπα αντίστοιχα στοιχεία τους ίσα, οπότε ΑΒ = ΔΕ.

 3   Να αποδειχθεί ότι κάθε σημείο της μεσοκαθέτου ενός ευθύγραμμου τμήματος ισαπέχει από τα άκρα του.

Λύση 
Φέρουμε τη μεσοκάθετο 
ε ενός ευθύγραμμου 
τμήματος ΑΒ που 
το τέμνει στο ση-

μείο Μ. Αν Σ είναι 
τυχαίο σημείο 
της μεσοκαθέτου, 
θα αποδείξουμε ότι ΣΑ = ΣΒ. Συγκρίνουμε τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΜΣ, ΒΜΣ και παρατηρούμε ότι έχουν:

( ΣΜ = ΣΜ, κοινή πλευρά και

( ΑΜ = ΜΒ,αφού το Μ είναι μέσον του ΑΒ. 
Άρα τα ορθογώνια αυτά τρίγωνα είναι ίσα, γιατί έχουν δύο αντίστοι-χες πλευρές τους ίσες μία προς μία. Αφού τα τρίγωνα είναι ίσα, θα έχουν και τα υπόλοιπα αντίστοιχα στοιχεία τους ίσα, οπότε ΣΑ = ΣΒ.
Χαρακτηριστική ιδιότητα των σημείων της μεσοκαθέτου ενός ευθύγραμμου τμήματος
Από το προηγούμενο παράδειγμα συμπεραίνουμε λοιπόν ότι:

Κάθε σημείο της μεσοκαθέτου ενός ευθύγραμμου τμήματος ισα-πέχει από τα άκρα του.

Αποδεικνύεται ακόμη ότι ισχύει και το αντίστροφο, δηλαδή

Κάθε σημείο που ισαπέχει από τα άκρα ενός ευθύγραμμου τμήματος είναι σημείο της μεσοκαθέτου του ευθύγραμμου τμήματος.

 4   Να αποδειχθεί ότι κάθε σημείο της διχοτόμου γωνίας ισαπέχει από τις πλευρές της.
Λύση 
Φέρνουμε τη διχοτόμο Οz της γω-
νίας xOy και πάνω σ΄ αυτήν παίρ-
νουμε ένα τυχαίο σημείο Α. Αν ΑΒ, ΑΓ είναι οι αποστάσεις του σημείου Α από τις πλευρές της γωνίας, θα αποδείξουμε ότι ΑΒ = ΑΓ. 
Συγκρίνουμε τα ορθογώνια 
τρίγωνα ΟΑΒ, ΟΑΓ και παρατηρούμε ότι 
έχουν:
( ΟΑ = ΟΑ κοινή 

πλευρά και

( Ο1 = Ο2, 

αφού η 

Oz είναι διχοτόμος της γωνίας xOy. Άρα τα ορθογώνια αυτά τρίγωνα είναι ίσα, γιατί έχουν αντίστοιχα μια πλευρά και μια οξεία γωνία ίση.

Αφού τα τρίγωνα είναι ίσα, θα έχουν και τα υπόλοιπα αντίστοιχα στοιχεία τους ίσα, οπότε ΑΒ = ΑΓ.

Χαρακτηριστική ιδιότητα των ση-μείων της διχοτόμου μιας γωνίας
Από το προηγούμενο παράδειγμα συμπεραίνουμε λοιπόν ότι:

Κάθε σημείο της διχοτόμου μιας γωνίας ισαπέχει από τις πλευρές της γωνίας.

Αποδεικνύεται ακόμη ότι :
Κάθε εσωτερικό σημείο μιας γω-νίας που ισαπέχει από τις πλευρές είναι σημείο της διχοτόμου της.


   ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ
 1  Να εξηγήσετε γιατί είναι ίσα τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΕΔ του παρακά-τω σχήματος και να συμπληρώσετε τις ισότητες
Β = ....., 
Γ = ......  και  
ΒΓ = .......

 2  Να εξηγήσετε γιατί δεν είναι ίσα τα τρίγωνα του παρακάτω σχήμα-τος, αν και έχουν δύο πλευρές ίσες και μια γωνία ίση.



 3  Να εξηγήσετε γιατί είναι ίσα τα τρίγωνα του παρακάτω σχήματος και να συμπληρώσετε τις ισότητες ΑΒ = .....  και ΑΓ = .....


 4  Να βρείτε το ζεύγος των ίσων τριγώνων του παρακάτω σχήματος. Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.


 5  Είναι ίσα τα τρίγωνα του παρα-κάτω σχήματος; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.


 6  Να εξηγήσετε γιατί είναι ίσα τα τρίγωνα του σχήματος της επόμε-

νης σελίδας και να συμπληρώσετε τις ισότητες
Α = ..... ,   Β = .....   και   Γ = .....


 7  Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις με (Σ), αν είναι σωστές ή με (Λ), αν είναι λανθασμένες:

α) Αν δύο τρίγωνα έχουν τις γωνίες τους ίσες μία προς μία, τότε είναι ίσα. 
β) Αν δύο τρίγωνα έχουν τις πλευ-ρές τους ίσες μία προς μία, τότε είναι ίσα.
γ) Σε δύο τρίγωνα απέναντι από 
ίσες πλευρές βρίσκονται ίσες γω-νίες. 
δ) Σε δύο ίσα τρίγωνα απέναντι από ίσες γωνίες βρίσκονται ίσες πλευρές.    
ε) Αν δύο τρίγωνα έχουν δύο γωνί-ες ίσες μία προς μία, τότε θα έχουν και την τρίτη τους γωνία ίση. 
στ)Αν δύο τρίγωνα έχουν δύο πλευ-ρές ίσες μία προς μία, τότε θα έχουν και την τρίτη τους πλευρά ίση.


 8  Είναι ίσα τα ορθογώνια τρίγωνα του παρακάτω σχήματος; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.


 9  Να βρείτε το ζεύγος των ίσων τριγώνων. Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.



 10  Τα ορθογώνια 
τρίγωνα του πα-

ρακάτω σχήματος έχουν δύο πλευρές ίσες. Να εξηγήσετε γιατί δεν είναι ίσα.

 11  Να αιτιολογή-

σετε γιατί είναι 
ίσα τα ορθογώ-

νια τρίγωνα ΑΒΓ 
και ΑΓΔ.



ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ –

ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ

 1  Στο διπλανό σχήμα 
είναι ΑΒ = ΑΓ και 
ΑΔ = ΑΕ. Να απο-

δείξετε ότι ΒΔ = ΓΕ.
 2  Στο σχήμα της επόμενης σελίδας η Οδ είναι διχοτόμος της γωνίας
xOy. Αν ΟΑ = ΟΒ και Σ τυχαίο ση-μείο της διχοτόμου, να αποδείξετε ότι ΣΑ = ΣΒ.


 3  Στη βάση ΒΓ ενός ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ να πάρετε σημεία Δ, Ε, ώστε ΒΔ = ΓΕ. Να αποδείξετε ότι ΑΔ = ΑΕ. 


 4  Στο διπλανό σχήμα              
είναι ΟΑ = ΟΓ και 

ΟΒ = ΟΔ. Να 
αποδείξετε ότι 
ΒΓ = ΑΔ.

 5  Κάθε πλευρά του 
ισοπλεύρου τριγώ-

νου ΑΒΓ είναι 8 cm. 
Αν είναι 
ΑΣ = ΒΔ = ΓΕ = 3 cm, να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΔΕΣ είναι ισόπλευ-ρο.


 6  Στις προεκτάσεις 
των ίσων πλευρών 
ΑΒ, ΑΓ ενός ισο-

σκελούς τριγώ-

νου ΑΒΓ να πά-

ρετε αντιστοί-

χως τμήματα 
ΒΔ = ΓΕ. Να αποδείξετε ότι Δ = Ε.

 7  Σ’ ένα τετράπλευρο ΑΒΓΔ η διαγώνιος ΑΓ διχοτομεί τις γωνίες
Α και Γ. Να αποδείξετε ότι ΑΒ = ΑΔ και ΒΓ = ΓΔ.

 8  Να αποδείξετε ότι οι απέναντι πλευρές ενός παραλληλογράμμου είναι ίσες.

 9  Τα τρίγωνα ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄ του παρακάτω σχήματος έχουν τις διχοτόμους ΑΔ και Α΄Δ΄ ίσες. Να αποδείξετε ότι: 
α) ΑΒ = Α΄Β΄

β) τα τρίγωνα ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄ είναι ίσα.


 10  Στο διπλα-

νό σχήμα το 
σημείο Α ισα-

πέχει από τα 
σημεία Β και Γ 
ενός κύκλου που έχει κέντρο το σημείο Ο. Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΟΑΒ και ΟΑΓ είναι ίσα.
 11  Αν Ο, Α είναι τα 
κέντρα των κύκλων 
του διπλανού σχή-

ματος, να αποδείξετε 
ότι η ΑΟ διχοτομεί τη 
γωνία ΒΑΓ.

 12  Τα ισοσκελή τρίγω-

να ΑΒΓ και ΔΒΓ του 
διπλανού σχήματος 
έχουν κοινή βάση 
ΒΓ. Να αποδείξετε 
ότι η ΑΔ διχοτομεί 
τις γωνίες Α και Δ.

 13  Στα τρίγωνα ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄ του σχήματος της επόμενης σελίδας οι διάμεσοι ΑΜ και Α΄Μ΄ είναι ίσες. Αν ΑΒ = Α΄Β΄ και ΒΜ = Β΄Μ΄, τότε να απο​δείξετε ότι: 
α) Β = Β΄.
β) τα τρίγωνα ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄ είναι ίσα.


 14  Στο ισοσκελές τρί-

γωνο ΑΒΓ το σημείο Μ

είναι μέσο της βάσης 
ΒΓ. Αν είναι ΒΔ = ΓΕ,

να αποδείξετε ότι:

α) το τρίγωνο ΜΔΕ 
είναι ισοσκελές

β) τα τρίγωνα ΑΔΜ και ΑΕΜ είναι ίσα.

 15  Σε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) να φέρετε ΑΔ ( ΑΒ και 
ΑΕ ( ΑΓ. Αν είναι 
ΑΔ = ΑΕ, να αποδεί-

ξετε ότι ΒΔ = ΓΕ.
 16  Σε τετράπλευρο 
ΑΒΓΔ είναι Β = Δ = 90ο και ΑΒ = ΑΔ. Να αποδείξετε ότι ΒΓ = ΓΔ και ότι η ΑΓ είναι μεσοκάθετος του ΒΔ.


 17  Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Α = 90ο) να φέρετε τη διχοτόμο ΒΔ. Αν ΔΕ ( ΒΓ, να αποδείξετε ότι ΑΒ = ΒΕ.

 18  Μια ευθεία (ε) διέρχεται από το μέσον Μ ενός τμήματος ΑΒ. Να αποδείξετε ότι τα σημεία Α, Β ισαπέχουν από την ευθεία (ε).

 19  Τα τρίγωνα ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄ 
έχουν Α = Α΄ και ΑΒ = Α΄Β΄. Αν τα ύψη τους ΑΔ και Α΄Δ΄ είναι ίσα, να αποδείξετε ότι:
α) Β = Β΄ 

β) τα τρίγωνα ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄ είναι ίσα.

 20  Αν οι χορδές ΑΒ, 
ΓΔ ενός κύκλου είναι 
ίσες, να αποδείξετε 
ότι και τα απο-

στήματά τους 
ΟΜ, ΟΝ είναι ίσα 
και αντιστρόφως.
 21  Στο διπλανό 
σχήμα η ΑΒ είναι 
διάμετρος του 
κύκλου. Αν οι 
χορδές ΑΓ και 
ΑΔ είναι ίσες, να 
αποδείξετε ότι και 
οι χορδές ΒΓ και ΒΔ είναι ίσες.

ΕΝΑ ΘΕΜΑ ΑΠΟ ΤΗΝ ΙΣΤΟΡΙΑ 
ΤΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ
Υπολογισμός της απόστασης ενός πλοίου από τη στεριά

Αν ένα πλοίο βρί-

σκεται στη θέση Α 
στη θάλασσα, 
εμείς στεκόμαστε 
στη θέση Β στη 
στεριά και θέλουμε 
να υπολογίσουμε
την απόσταση ΑΒ, τότε:
( Ξεκινάμε από το σημείο Β και περπατώντας πάνω στην παραλία κάθετα στην ΑΒ διανύουμε μιαν απόσταση ΒΓ. Στο σημείο Γ βάζου-με ένα σημάδι, π.χ. στερεώνουμε ένα ραβδί και συνεχίζοντας πάνω στην ίδια ευθεία διανύουμε την απόσταση ΓΔ = ΒΓ.
( Στο σημείο Δ αφου βάλουμε ένα σημάδι, π.χ. μια πέτρα, κάνουμε στροφή και περπατώντας κάθετα στη ΒΔ σταματάμε όταν βρεθούμε σ΄ ένα σημείο Ε, από το οποίο τα σημεία Α και Γ φαίνονται να είναι πάνω στην ίδια ευθεία.
Η ζητούμενη απόσταση ΑΒ είναι ίση με την απόσταση ΔΕ την οποία μπορούμε να μετρή​σουμε, αφού είναι πάνω στη στεριά.
Τη μέθοδο αυτή, λέγεται, ότι εφάρμοσε πριν από 2.500 χρόνια περίπου ο Θαλής ο Μιλήσιος.

Πώς ήταν σίγουρος ο Θαλής ότι 
ΑΒ = ΔΕ; Μπορείτε να το αποδείξετε; Βρείτε τις πέντε προτάσεις που απέδειξε ο Θαλής και σημειώστε ποια απ΄ αυτές χρησιμοποίησε για να υπολογίσει την απόσταση του πλοίου από τη στεριά.
 1.2.  Λόγος ευθυγράμμων τμημάτων
( Μαθαίνω πότε παράλλη-λες ευθείες ορίζουν ίσα τμήματα σε μια ευθεία που τις τέμνει.
( Μαθαίνω να διαιρώ ένα ευθύγραμμο τμήμα σε ν 
ίσα τμήματα.

( Μαθαίνω τι ονομάζεται λόγος δύο ευθυγράμμων τμημάτων και πώς υπολογίζεται.

( Μαθαίνω πότε δύο ευθύγραμμα τμήματα είναι ανάλογα προς δύο άλλα τμήματα.

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ
1. Να χαράξετε μια ευθεία ε κάθετη στις γραμμές του τετραδίου σας και να διαπιστώ​σετε ότι τρεις διαδοχι-κές γραμμές του τετραδίου ορίζουν 
στην ευθεία ε ίσα ευθύ​γραμμα τμήματα.

2. Αν χαράξετε μια άλλη ευθεία ε΄ που δεν είναι κάθετη στις γραμμές του τετραδίου, τότε οι τρεις προηγούμενες διαδοχικές γραμμές ορίζουν ίσα τμήματα και στην ε΄;

Ίσα τμήματα μεταξύ παραλλήλων ευθειών
Παίρνουμε 
τρεις πα-

ράλληλες 
ευθείες 
ε1, ε2, ε3 
που τέμνουν την ευθεία ε στα ση-μεία Α, Β, Γ αντιστοίχως, έτσι ώστε τα ευθύγραμμα τμήματα ΑΒ, ΒΓ να είναι ίσα μεταξύ τους.
Αν μια άλλη ευθεία ε΄ τέμνει τις ε1, ε2, ε3 στα σημεία Α΄, Β΄, Γ΄ αντιστοί-χως, τότε θα αποδείξουμε ότι και τα   ευθύγραμμα τμήματα Α΄Β΄, Β΄Γ΄ είναι ίσα μεταξύ τους.
Πράγματι, αν φέρουμε Α΄Δ // ε, 
Β΄Ε // ε και συγκρίνουμε τα τρίγωνα Α΄Β΄Δ και Β΄Γ΄Ε παρατηρούμε ότι έχουν:
( Α΄Δ = Β΄Ε    γιατί Α΄Δ = ΑΒ, 
Β΄Ε = ΒΓ ως απέναντι πλευρές των παραλληλογράμμων ΑΑ΄ΔΒ, ΒΒ΄ΕΓ αντιστοίχως και από την υπόθεση έχουμε ΑΒ = ΒΓ.

( Β2΄ = Γ2΄      γιατί είναι εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη των παραλλή-λων ε2, ε3 που τέμνονται από την ε΄.

( Α1΄ = Β1΄      γιατί είναι εντός εκτός και επί τα αυτά μέρη των παραλλή-λων Α΄Δ, Β΄Ε που τέμνονται από την ε΄. 
Τα τρίγωνα αυτά είναι ίσα, γιατί έχουν μια πλευρά ίση και τις προσκείμενες στην πλευρά αυτή γωνίες ίσες μία προς μία. Άρα, θα έχουν και τα υπόλοιπα αντίστοιχα στοιχεία τους ίσα, οπότε Α΄Β΄ = 
= Β΄Γ΄. Αποδείξαμε, λοιπόν, ότι:
Αν παράλληλες ευθείες ορίζουν ίσα τμήματα σε μια ευθεία, τότε θα ορί-ζουν ίσα τμήματα και σε οποιαδή-ποτε άλλη ευθεία που τις τέμνει.


Για παράδειγμα, 
σ΄ ένα τραπέζιο
ΑΒΓΔ (ΑΒ // ΓΔ)
αν από το μέσο 
Μ της ΑΔ φέρουμε ευθεία ΜΝ παρά-λληλη προς τις βάσεις του, τότε οι παράλληλες ΑΒ, ΜΝ, ΔΓ, αφού ορίζουν ίσα τμήματα στην ΑΔ, θα ορίζουν ίσα τμήματα και στην ΒΓ. Άρα ΒΝ = ΝΓ.
Ομοίως, σ΄ ένα τρίγω-

νο ΑΒΓ, αν από την 
κορυφή Α φέρουμε 
ευθεία ε // ΒΓ και 
από το μέσο Μ της 
ΑΒ φέρουμε ΜΝ // ΒΓ, τότε οι παρά-λληλες ε, ΜΝ, ΒΓ αφού ορίζουν ίσα τμήματα στην ΑΒ, θα ορίζουν ίσα τμήματα και στην ΑΓ. Άρα ΑΝ = ΝΓ. Αποδείξαμε, λοιπόν, ότι:

Αν από το μέσο μιας πλευράς ενός τριγώνου φέρουμε ευθεία παράλλη-λη προς μία άλλη πλευρά του, τότε αυτή διέρχεται από το μέσο της τρίτης πλευράς του.

Διαίρεση ευθυγράμμου τμήματος σε ν ίσα τμήματα
Αν πάρουμε ένα ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ = 5 cm και θέλουμε να το διαιρέ-σουμε σε τρία ίσα τμήματα, τότε το 
μήκος κάθε τμήματος θα είναι 1,66... cm, οπότε καθένα από αυτά δεν προσδιορίζεται με ακρίβεια.
Μπορούμε 
όμως να 
διαιρέσουμε 
το ευθύγραμμο 
τμήμα ΑΒ σε τρία ίσα 
τμήματα με ακρίβεια, αν εργαστούμε με τη βοήθεια κανόνα και διαβήτη ως εξής:

Από το σημείο Α φέρουμε μια τυχαία ημιευθεία Αx και πάνω σ΄ αυτήν παίρνουμε με το διαβήτη τρία διαδοχικά ίσα ευθύγραμμα τμήματα ΑΕ, ΕΖ, ΖΗ. Ενώνουμε τα σημεία Β, Η και από τα σημεία Ζ, Ε, Α φέρνου-με ΖΔ, ΕΓ, Αy παράλληλες προς τη ΒΗ. Οι παράλληλες αυτές ορίζουν στην Αx ίσα τμήματα, οπότε θα ορίζουν ίσα τμήματα και στην ΑΒ. Άρα έχουμε ΑΓ = ΓΔ = ΔΒ.
Με τον ίδιο τρόπο μπορούμε να διαιρέσουμε το ευθύγραμμο ΑΒ σε 4, 5, 6, ..., ν ίσα τμήματα.
H έννοια του λόγου δύο ευθυ-γράμμων τμημάτων

( Αν έχουμε ένα ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ και σε μια ευθεία ε πάρουμε τέσ-σερα διαδο​χικά ευθύγραμμα τμήμα-τα που το καθένα είναι ίσο με ΑΒ, τότε κατασκευάζουμε το ευθύγραμ-μο τμήμα ΓΔ, για το οποίο λέμε ότι είναι ίσο με 4 ( ΑΒ και γράφουμε 
ΓΔ = 4 ( ΑΒ.

Η ισότητα αυτή γράφεται και ως
εξής:        = 4.
Στην περί-

πτωση 

αυτή λέμε ότι ο λόγος του ευθύ-γραμμου τμήματος ΓΔ προς το 
ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ είναι ο αριθμός 4.
( Αν διαιρέσουμε ένα ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ σε τρία ίσα ευθύγραμμα τμήματα ΑΓ, ΓΔ, ΔΒ, τότε λέμε ότι 
το τμήμα ΑΓ είναι ίσο με      ( ΑΒ και γράφουμε:


ΑΓ =      ( ΑΒ  ή

        =       .

Λέμε ακόμη ότι:

ΑΔ =      ( ΑΒ  ή           = 
Δηλαδή ο λόγος του ευθυγράμμου τμήματος ΑΓ προς το ευθύγραμμο 

τμήμα ΑΒ είναι      , ενώ ο λόγος του 
ευθυγράμμου τμήματος ΑΔ προς το 
ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ είναι      . 
Συμπεραίνουμε, λοιπόν, ότι:
Ο λόγος ενός ευθύγραμμου τμήμα-τος ΓΔ προς το ευθύγραμμο τμήμα 
ΑΒ συμβολίζεται          και είναι ο 
αριθμός λ, για τον οποίο ισχύει 
ΓΔ = λ ( ΑΒ.

( Αν πάρουμε τα ευθύγραμμα τμή-ματα ΑΒ = 3 cm και ΓΔ = 6 cm, τότε μπορούμε να διαπιστώ​σουμε ότι ο λόγος του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ προς το ευθύγραμμο τμήμα ΓΔ 
είναι       , δηλαδή είναι ίσος με το 
λόγο των μηκών τους             =      . 

Γενικά
Ο λόγος δύο ευθυγράμμων τμημά-των είναι ίσος με το λόγο των μη-κών τους, εφόσον έχουν μετρηθεί
με την ίδια μονάδα μέτρησης.

Για παράδειγμα, αν έχουμε ΔΕ = 120 cm και ZH = 1,5 m, τότε


         =                =                =           

Παρατηρούμε, λοιπόν, ότι ο λόγος δύο ευθυγράμμων τμημάτων είναι ένας αριθμός που εκφράζει τη σχέ-ση που συνδέει τα μήκη τους.

Αν γνωρίζουμε λοιπόν το λόγο δύο 
ευθυγράμμων τμημάτων π.χ.          = 
= 2, αυτό σημαίνει ότι το μήκος του ΑΒ είναι διπλάσιο από το μήκος του ΓΔ, αλλά δε γνωρίζουμε το μήκος κάθε τμήματος, αφού είναι δυνατό να είναι ΑΒ = 80 cm και ΓΔ = 40 cm ή ΑΒ = 18 cm και ΓΔ = 9 cm κ.τ.λ.

Ανάλογα ευθύγραμμα τμήματα
Αν πάρουμε τα ευθύγραμμα τμήμα-τα ΑΒ = 9 cm και ΓΔ = 3 cm, τότε ο λόγος του ΑΒ προς το ΓΔ είναι 



         = 3. Ομοίως, αν πάρουμε τα
ευθύγραμμα τμήματα ΕΖ = 6 cm και ΗΘ = 2 cm, τότε ο λόγος του ΕΖ 
προς το ΗΘ είναι         = 3.
Παρατηρούμε, λοιπόν, ότι 
         =         = 3, δηλαδή ο λόγος του
ΑΒ προς το ΓΔ είναι ίσος με το λόγο του ΕΖ προς το ΗΘ. Στην περίπτω-ση αυτή λέμε ότι τα ευθύγραμμα τμήματα ΑΒ, ΕΖ είναι ανάλογα προς τα ευθύγραμμα τμήματα ΓΔ, ΗΘ.
Γενικά
Τα ευθύγραμμα τμήματα α, γ είναι ανάλογα προς τα ευθύγραμμα τμή-

ματα β, δ, όταν ισχύει       = 
Η ισότητα      =      ονομάζεται ανα-

λογία με όρους τα ευθύγραμμα τμήματα α, β, γ, δ.
Τα ευθύγραμμα τμήματα α, δ ονο-μάζονται άκροι όροι, ενώ τα ευθύ-γραμμα τμήματα β, γ ονομάζονται μέσοι όροι της αναλογίας.

Σε μια αναλογία με όρους τα ευθύ-γραμμα τμήματα α, β, γ, δ χρησιμο-ποιούμε τις γνωστές ιδιότητες των αναλογιών που ισχύουν και στους αριθμούς. Στην περίπτωση αυτή ως α, β, γ, δ θεωρούμε τα μήκη των ευθυγράμμων τμημάτων.
Οι σημαντικότερες ιδιότητες των αναλογιών είναι:

( Σε κάθε αναλογία το γινόμενο των άκρων όρων είναι ίσο με το γινό-μενο των μέσων όρων.


( Σε κάθε αναλογία μπορούμε να εναλλάξουμε τους μέσους ή τους άκρους όρους και να προκύψει πάλι αναλογία.

( Λόγοι ίσοι μεταξύ τους είναι και ίσοι με το λόγο που έχει αριθμητή το άθροισμα των αριθμητών και παρονομαστή το άθροισμα των παρονομαστών.


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ - ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ


 1   Σε τετραγωνι-

σμένο χαρτί έχουμε 
χαράξει το ευθύ-

γραμμο τμήμα ΑΒ.

α) Να συγκριθούν τα 
τμήματα ΑΓ, ΓΔ και ΔΒ.

β) Να βρεθούν οι λόγοι        ,       ,
Λύση 
α) Οι παράλληλες ευθείες ε1, ε2, ε3, ε4 ορίζουν ίσα τμήματα στην ευθεία ζ1, οπότε θα ορίζουν ίσα τμήματα και στην ΑΒ.  Άρα ΑΓ = ΓΔ = ΔΒ.

β) Αφού τα ευθύγραμμα τμήματα ΑΓ, ΓΔ, ΔΒ είναι ίσα, έχουμε:

       =     ,         =      ,          =      = 1

 2   Σε Αν Δ είναι το μέσο 
της πλευράς ΑΒ τριγώ-

νου ΑΒΓ, ΔΕ // ΒΓ και 
ΕΖ // ΑΒ, να αποδει-

χτεί ότι:

α) Ζ το μέσον της πλευράς ΒΓ
β) ΔΕ =

Λύση 
α) Στο τρίγωνο ΑΒΓ έχουμε Δ μέσο ΑΒ και ΔΕ // ΒΓ, οπότε Ε μέσο της ΑΓ. Επειδή Ε το μέσο της ΑΓ και ΕΖ // ΑΒ, έχουμε Ζ μέσο ΒΓ.
β) Το τετράπλευρο ΔΕΖΒ είναι πα-ραλληλόγραμμο, αφού έχει τις απέ-ναντι πλευρές του παράλληλες, άρα
ΔΕ = ΒΖ. Όμως ΒΖ =        , οπότε και 
ΔΕ =        .
Άμεσα λοιπόν προκύπτει ότι:
Το ευθύγραμμο τμήμα που συνδέει τα μέσα δύο πλευρών τριγώνου είναι παράλληλο προς την τρίτη πλευρά και ίσο με το μισό της.

 3   Αν ΑΔ διάμεσος ορθογωνίου
τριγώνου ΑΒΓ (Α = 90ο) 
και ΔΕ // ΑΒ, να αποδει-

χτεί ότι:

α) Ε μέσο της πλευράς 
ΑΓ

β) ΑΔ =

Λύση 
α) Στο τρίγωνο ΑΒΓ έχουμε Δ μέσο της ΒΓ και ΔΕ // ΑΒ, οπότε Ε μέσο της ΑΓ.

β) Επειδή ΔΕ // ΑΒ και ΑΒ (  ΑΓ, θα είναι ΔΕ (  ΑΓ. Άρα, ΔΕ μεσοκάθε-τος του ΑΓ και από τη χαρακτηρι-στική ιδιότητα της μεσοκαθέτου 
έχουμε ΑΔ = ΔΓ. Όμως ΔΓ =        , 
οπότε και ΑΔ =         . Αποδείξαμε 
λοιπόν ότι:
Η διάμεσος που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα ορθογωνίου τριγώνου είναι ίση με το μισό της υποτείνου-σας.

 4   Αν Α, Β, Γ, Δ είναι διαδοχικά σημεία μιας ευθείας ε τέτοια ώστε ΑΒ = 2 cm, ΒΓ = 4 cm και ΓΔ = 3 cm, να αποδειχθεί ότι τα ευθύγραμμα τμήματα ΑΒ, ΓΔ είναι ανάλογα προς τα ευθύγραμμα τμήματα ΒΓ, ΑΓ.


Λύση 
α) Είναι         =            =      και

         =            =      .  


Άρα έχουμε:          =          που ση-

μαίνει ότι τα ευθύγραμμα τμήματα ΑΒ, ΓΔ είναι ανάλογα προς τα ευθύγραμμα τμήματα ΒΓ, ΑΓ.

   ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

 1  Στο διπλανό 
σχήμα είναι 
ε1 // ε2 // ε3. Να 
υπολογίσετε 
το x.


 2  Αν
Β΄Β // ΓΓ΄ // 
// ΔΔ΄ και η 
διάμετρος ΓΔ του 
δεύτερου ημικυκλίου 
είναι 4 cm, τότε να βρείτε το μήκος του ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ.

 3  Στο τραπέζιο 
ΑΒΓΔ του δι-

πλανού σχήμα-

τος είναι η ΕΖ 
παράλληλη προς τις βάσεις του; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.

 4  Να συμπληρώσετε τις ισότητες:



α)         = ​​​​––––            β)        = ––––
γ)         = ​​​​––––            δ)        = ––––

 5  Αν ΑΒ = ΒΓ = ΓΔ = ΔΕ να συμπληρώσετε τις ισότητες:

α)         = ​​​​––––             β)        = ––––

γ)         = ​​​​––––             δ)        = ––––

ε)         = ​​​​––––           
 6  Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις με (Σ), αν είναι σωστές ή με (Λ), αν είναι λανθασμένες.

α) Αν ΑΒ = 8 cm και ΓΔ = 12 cm, 
τότε         =     .
β) Αν         =     , τότε ΑΒ = 2 και ΓΔ = = 3.

γ) Ο λόγος δύο πλευρών τετραγώ-νου είναι ίσος με 1.

δ) Αν        =      , τότε το ευθύγραμμο
τμήμα ΑΒ είναι μικρότερο από το ΓΔ.
ε) Ο λόγος της ακτίνας ενός κύκλου προς τη διάμετρο του είναι 2.

στ) Αν Μ είναι το μέσο του ευθύ-γραμμου τμήματος ΑΒ, τότε
         =     .

ζ) Ο λόγος μιας πλευράς ισόπλευ-ρου τριγώνου προς την περίμετρο 
του είναι       .
 7  Βλέποντας την αναλογία 
         =      η Μαρία ισχυρίστηκε ότι
ΑΒ = 1 και ΓΔ = 4, ενώ η Ελένη ισχυρίστηκε ότι το ΓΔ είναι τετρα-πλάσιο του ΑΒ. Ποια από τις δύο

έχει δίκιο;
ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ –

ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ

 1  Στο διπλανό 
σχήμα είναι 
ΑΒ // ΔΕ // ΗΘ 
και 
ΒΓ // ΕΖ // ΘΙ.

Αν ΑΔ = ΔΗ, να υπο-

λογίσετε το x και το y.
 2  α) Με κανόνα και διαβήτη να διαιρέσετε ένα ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ = 7 cm σε πέντε ίσα ευθύγραμ-μα τμήματα και πάνω σε μια ευθεία ε να σχεδιάσετε τα διαδοχικά ευθύ-

γραμμα τμήματα ΓΔ =      ΑΒ, 

ΔΖ =      ΑΒ, ΖΗ =     ΑΒ.
β) Να υπολογίσετε τους λόγους:
i)         ii)         iii)          iv)         v)

 3  Στο ορθογώνιο
τρίγωνο ΑΒΓ του
διπλανού σχήμα-

τος να βρείτε 
τους λόγους:

α)              β)             γ)

 4  Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Α = 90ο) είναι ΑΒ = 6 cm και ΒΓ = 10 cm. Να υπολο​γίσετε τους λόγους:

α)              β)             γ)
 5  Να σχεδιάσετε ένα ισόπλευρο τρίγωνο με πλευρά 4 cm. Να υπο-λογίσετε το λόγο του ύψους του προς την πλευρά του.

 6  Από το μέσο Μ της διαγωνίου ΑΓ ενός παραλλη​λογράμμου ΑΒΓΔ,
να φέρετε ΕΖ // ΑΔ. Να αποδείξετε ότι:

α) Τα σημεία Ε, Ζ 
είναι μέσα των 
πλευρών ΑΒ, ΔΓ

αντιστοίχως. 
β) Τα τμήματα 
ΑΒ, ΑΓ είναι ανάλογα προς τα

τμήματα ΑΕ, ΑΜ.


 7  Σε τετράπλευρο 
ΑΒΓΔ είναι Β = Δ = 90ο. 
Αν Μ είναι το μέσον 
της διαγωνίου ΑΓ, 
να αποδείξετε ότι 
ΒΜ = ΜΔ.

 8  Ένα αγρόκτημα έχει το σχήμα ενός τραπεζίου ΑΒΓΔ. Ο ιδιοκτήτης του θέλει να μετρήσει την περίμετρο του, προκειμένου να το περιφράξει αλλά τη ΒΓ δεν μπορεί να τη μετρή-

σει γιατί παρεμβάλλεται ένας νερό-λακκος που σχηματίστηκε από την τελευταία βροχόπτωση, όπως φαί-νεται στο σχήμα. Πώς θα μπορούσε να την υπολογίσει;


 1.3.  Θεώρημα του Θαλή
( Μαθαίνω το θεώρημα του Θαλή και πώς να το χρησιμοποιώ για τον υπο-λογισμό του μήκους

ενός ευθυγράμμου τμήμα-

τος και του λόγου δύο 

τμημάτων.
ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ
1. Να χαράξετε μια ευθεία ε κάθετη στις γραμμές του τετραδίου σας και να επιλέξε​τε τρεις γραμμές του τε-τραδίου που να ορίζουν στην ε δύο ευθύγραμμα τμήματα, έτσι ώστε το ένα από αυτά να είναι διπλάσιο του άλλου.

2. Αν χαράξετε μια άλλη ευθεία ε΄ που δεν είναι κάθετη στις γραμμές του τετραδίου, τότε οι τρεις γραμμές που επιλέξατε προηγουμένως ορί-

ζουν και στην ε΄ δύο ευθύγραμμα τμήματα, που το ένα είναι διπλάσιο του άλλου;
Παίρνουμε τρεις 
παράλληλες 
ευθείες ε1, ε2, 
ε3 που τέ-

μνουν την 
ευθεία ε στα 
σημεία Α, Β, Γ αντιστοίχως, έτσι ώστε ΑΒ = 2 ( ΒΓ. 

Αν μια άλλη ευθεία ε΄ τέμνει τις ε1, ε2, ε3 στα σημεία Α΄, Β΄, Γ΄ αντιστοί-χως, τότε θα αποδείξουμε ότι και για τα ευθύγραμμα τμήματα Α΄Β΄, Β΄Γ΄ ισχύει μια ανάλογη σχέση. Δηλαδή Α΄Β΄ = 2 ( Β΄Γ΄. 
Πράγματι, αν από το μέσο Μ του ΑΒ φέρουμε την ευθεία δ παράλληλη προς τις ευθείες ε1, ε2, ε3, τότε οι 
παράλληλες ευθείες ε1, δ, ε2, ε3 ορίζουν στην ευθεία ε ίσα τμήματα, οπότε θα ορίζουν ίσα τμήματα και στην ευθεία ε΄. Δηλαδή ισχύει 
Α΄Μ΄ = Μ΄Β΄ = Β΄Γ΄ και επομένως Α΄Β΄ = 2 ( Β΄Γ΄.
Παρατηρούμε λοιπόν ότι, αν ΑΒ = 
= 2 ( ΒΓ θα ισχύει και Α΄Β΄ = 2 ( Β΄Γ΄, οπότε:
            =                  ή              = 
Αυτό σημαίνει ότι τα ευθύγραμμα τμήματα ΑΒ, ΒΓ είναι ανάλογα προς τα ευθύγραμμα τμήματα Α΄Β΄, Β΄Γ΄.

Γενικά
Αν τρεις ή περισσότερες παράλλη-λες ευθείες τέμνουν δύο άλλες ευθείες, τότε τα τμήματα που ορίζονται στη μία είναι ανάλογα προς τα αντίστοιχα τμήματα που 
ορίζονται στην άλλη. Δηλαδή: αν 
ε1 // ε2 // ε3 τότε
                        =           =

Η προηγούμενη πρόταση είναι γνωστή ως θεώρημα του Θαλή.
Από την ισότητα των τριών λόγων του Θεωρήματος του Θαλή έχουμε τις εξής αναλογίες
             =           και             =
Αν στις αναλογίες αυτές εναλλάξου-με τους μέσους όρους, τότε προκύ-πτουν και οι εξής αναλογίες
            =              και            =

Για παράδειγμα, σ΄ ένα τρίγωνο ΑΒΓ, αν ΔΕ // ΒΓ και από την κορυφή Α φέρουμε ευθεία ε // ΒΓ, τότε οι παράλληλες ευθείες ε, ΔΕ, 
ΒΓ θα ορίζουν στις πλευρές ΑΒ, ΑΓ τμήματα ανάλογα.
Δηλαδή,
         =           ,

οπότε και

         =           .
Αποδεικνύεται ακόμη ότι, αν ισχύει

         =          τότε ΔΕ // ΒΓ. 

Επομένως:
Για δύο σημεία Δ, Ε των πλευρών ΑΒ, ΑΓ αντιστοίχως ενός τριγώνου ΑΒΓ ισχύουν:

( Αν ΔΕ // ΒΓ τότε          =         .

( Αν          =           τότε ΔΕ // ΒΓ.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ - ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

 1   Στο τρίγωνο ΑΒΓ είναι ΑΒ = 9, ΑΕ = 4 και ΕΓ = 6. Αν ΔΕ // ΒΓ να υπολογιστούν τα x, y.
Λύση 
Στο τρίγωνο 
ΑΒΓ είναι 
ΔΕ // ΒΓ, 
οπότε από το 
θεώρημα του 
Θαλή έχουμε:

         =          ή        =       ή 10x = 36
ή x = 3,6. Άρα y = 9 - 3,6 οπότε 
y = 5,4.

 2   Μέσα από ένα οικόπεδο ΑΒΓΔ σχήματος τρα​πεζίου με ΑΔ = 50 m και ΒΓ = 60 m πέρασε ένας δρόμος παράλληλος προς τις πλευρές του ΑΒ, ΓΔ που είχε πλάτος 10 m και
χώρισε το οικόπε​δο στα δύο, όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα. Αν είναι ΑΕ = 22 m και ΖΔ = 18 m, να υπολογι​στούν τα μήκη των ευθυ-γράμμων τμημάτων ΒΗ, ΘΓ, ΗΘ.

Λύση 
Επειδή 
ΑΒ // ΕΗ // ΔΓ
από το Θεώ-

ρημα Θαλή 
έχουμε:

         =          


ή         =         ή 50 ( ΒΗ = 1320 ή

ή ΒΗ = 26,40 m.
Επειδή ΑΒ // ΖΘ // ΔΓ από το Θεώρημα του Θαλή έχουμε
        =          ή          =         ή 

50 ( ΘΓ = 1080 ή ΘΓ = 21,60 m
Άρα ΗΘ = 60 - (26,40 + 21,60)  ή  
ΗΘ = 12m.

   ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ
 1  Αν ΑΒ, ΕΖ, 
ΗΘ, ΔΓ είναι 
παράλληλες, 
να συμπλη-

ρώσετε τις

ισότητες:


α)         = ​​​​––––            β)        = ––––

γ)         = ​​​​––––            

 2  Αν ΔΕ // ΒΓ, να 
χαρακτηρίσετε τις 
προτά​σεις της επό-

μενης σελίδας με 
(Σ), αν είναι σω-

στές ή με (Λ), αν είναι λανθασμένες:
α)         = ​​​​                 β)         =  

γ)         = ​​​​                 δ)         = 


 3  Ένας μαθητής 
ισχυρίστηκε ότι 
στο διπλανό 
τραπέζιο 
ΑΒΓΔ η ΕΖ 
είναι παράλληλη στις βάσεις του. Είχε δίκιο; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.


 4  Στο διπλανό 
σχήμα είναι 
ε1 // ε2 // ε3. Να 
υπολογίσετε 
τους λόγους:

α)      
β)                   γ)                 δ)


 5  Στο διπλανό
σχήμα είναι 
ΑΒ // ε // ΓΔ. Να 
συμπληρώ​σετε 
τον παρακάτω
πίνακα αντιστοιχί-

ζοντας σε κάθε 
λόγο της στήλης Α τον ίσο του αριθμό από τη στήλη Β.


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ –

ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ

 1  Στο τραπέζιο 
ΑΒΓΔ η ΕΖ είναι 
παράλληλη 
στις βάσεις 
του. Να υπο-

λογίσετε το ευθύγραμμο τμήμα ΒΖ.

 2  Στο τραπέζιο 
ΑΒΓΔ η ΕΖ είναι
παράλληλη 
στις βάσεις
του. Να υπο-

λογίσετε τα ευθύγραμμα τμήματα ΒΖ και ΖΓ.

 3  Στο τρίγωνο 
ΑΒΓ είναι ΔΕ // ΒΓ. 
Να υπολογίσετε 
το x.
 4  Στο διπλανό σχή-

μα είναι ε1 // ε2. Να 
υπολογίσετε τα 
ευθύγραμμα 
τμήματα ΟΓ 
και ΕΖ.

 5  Στο τρίγωνο ΑΒΓ 
είναι ΔΕ // ΒΓ, 
ΕΖ // ΑΒ. Να υπο-

λογίσετε το x.


 6  Στο διπλανό 
σχήμα είναι 
ΑΒ // ΚΛ // ΓΔ. 
Να υπολογί​-

σετε τα ευθύ-

γραμμα τμήματα ΟΚ και ΚΓ.

 7  Στο σχήμα της επόμενης σελίδας  είναι ΕΖ // ΔΓ και ΕΗ // ΒΓ. Να υπο-λογίσετε τα x, y.


 8  Κάποιος συναρμολόγησε μια πτυσσόμενη σιδερώ​στρα, όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα και διαπίστωσε ότι η σανίδα δεν ήταν οριζόντια. Πού έγινε το λάθος;


 1.4.  Ομοιοθεσία
( Μαθαίνω να βρίσκω το ομοιόθετο ενός σχήματος.
( Γνωρίζω με ποιες 

σχέσεις  συνδέονται 

τα ομοιόθετα σχήματα.

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ
1. Να σχεδιάσετε ένα τετράπλευρο ΑΒΓΔ και στο εσωτερικό του να πάρετε ένα σημείο Ο.
2. Πάνω στις ημιευθείες ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ, ΟΔ να πάρετε αντιστοίχως τμήματα ΟΑ΄, ΟΒ΄, ΟΓ΄, ΟΔ΄ διπλά-σια των ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ, ΟΔ. Να σχημα-τίσετε το τετράπλευρο Α΄Β΄Γ΄Δ΄ και να συγκρίνετε τις πλευρές και τις γωνίες του με τις αντίστοιχες πλευ-ρές και γωνίες του αρχικού τετρα-πλεύρου.
3. Πάνω στις ημιευθείες ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ, ΟΔ να πάρετε αντιστοίχως τμή-ματα ΟΑ΄΄, ΟΒ΄΄, ΟΓ΄΄, ΟΔ΄΄, μισά των ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ, ΟΔ. Να σχηματί-σετε το τετράπλευρο Α΄΄Β΄΄Γ΄΄Δ΄΄ και να συγκρίνετε τις πλευρές και τις γωνίες τους με τις αντίστοιχες πλευρές και γωνίες του αρχικού τετραπλεύρου. Τι παρατηρείτε;

Το ομοιόθετο σημείου

Αν πάρουμε δύο σημεία Ο, Α και στην ημιευθεία ΟΑ πάρουμε ένα ση-μείο Α΄, τέτοιο ώστε ΟΑ΄ = 2 ( ΟΑ, τότε λέμε ότι το σημείο Α΄ είναι ομοιόθετο του Α με κέντρο Ο και λόγο λ = 2.
Αν Α΄΄ ση-

μείο της ημι-

ευθείας ΟΑ, 
τέτοιο ώστε ΟΑ΄΄ =      ( ΟΑ,
τότε το Α΄΄ είναι ομοιόθετο του Α με 
κέντρο Ο και λόγο λ =      .
Η διαδικασία με την οποία βρίσκου-με το ομοιόθετο ενός σημείου με κέντρο Ο και λόγο λ ονομάζεται ομοιοθεσία. Το σημείο Ο λέγεται κέντρο ομοιοθεσίας, ενώ ο αριθμός λ ονομάζεται λόγος ομοιοθεσίας. Είναι φανερό ότι το κέντρο Ο έχει ομοιόθετο τον εαυτό του.


Το ομοιόθετο ευθυγράμμου τμήματος

Στην ομοιοθεσία με κέντρο Ο και λόγο λ = 2 το ομοιόθετο ενός ευθυ-γράμμου τμήματος ΑΒ είναι το ευθύγραμμο τμήμα Α΄Β΄, όπου Α΄, Β΄ τα ομοιόθετα των άκρων του ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ. Επειδή ΟΑ΄ = 2 ( ΟΑ και ΟΒ΄ = 2 ( ΟΒ, θα 
έχουμε          =          = 2, 
οπότε ΑΒ // Α΄Β΄.


Επομένως

Τα ομοιόθετα ευθύγραμμα τμήμα-τα που δε βρίσκονται στην ίδια ευθεία είναι παράλληλα.

Αν συγκρίνουμε τα τμήματα Α΄Β΄ και ΑΒ, διαπιστώνουμε ότι 
Α΄Β΄ = 2 ( ΑΒ ή              = 2.
Αν Α΄΄Β΄΄ είναι ομοιόθετο του ΑΒ με
κέντρο Ο και λόγο λ =       τότε: 
Α΄΄Β΄΄ =      ( ΑΒ   ή                =      .
Το ομοιόθετο γωνίας

Για να βρούμε το 
ομοιόθετο μιας 
γωνίας xΑy με 
κέντρο Ο και 
λόγο ένα θετικό 
αριθμό λ (π.χ. λ = 2), 
παίρνουμε ένα σημείο Β στην πλευρά Αx, ένα σημείο Γ στην πλευρά Αy και βρίσκουμε τα σημεία Β΄, Α΄, Γ΄ που είναι αντιστοί​χως τα ομοιόθετα των Β, Α, Γ. Ορίζεται έτσι 
η γωνία x΄Α΄y΄, που είναι ομοιόθετη 
της γωνίας xΑy. Αν συγκρίνουμε τις δύο γωνίες διαπιστώνουμε ότι είναι

ίσες, δηλαδή xΑy = x΄Α΄y΄. Επομένως

Οι ομοιόθετες γωνίες είναι ίσες.

Το ομοιόθετο πολυγώνου

Στην ομοιοθεσία με κέντρο Ο και λόγο λ = 2, το ομοιό​θετο ενός τετρα-
πλεύρου ΑΒΓΔ είναι το τετράπλευρο 
Α΄Β΄Γ΄Δ΄, 
όπου Α΄, Β΄, 
Γ΄, Δ΄ είναι 
αντιστοίχως 
τα ομοιόθετα 
των κορυφών 
του Α, Β, Γ, Δ. 
Οι πλευρές και οι γω​νίες του τετρα-πλεύρου Α΄Β΄Γ΄Δ΄ είναι ομοιόθετες με τις αντίστοιχες πλευρές και γωνίες του ΑΒΓΔ, οπότε ισχύουν:

           =           =           =           = 2
και Α΄ = Α, Β΄ = Β,  Γ΄ = Γ,   Δ΄ = Δ.

Το τετράπλευρο ΑΒΓΔ που είναι ομοιόθετο του ΑΒΓΔ με λόγο λ = 2 είναι μεγέθυνση του ΑΒΓΔ. 
Αν Α΄΄Β΄΄Γ΄΄Δ΄΄ είναι το ομοιόθετο του ΑΒΓΔ με κέντρο Ο και λόγο 
λ =      ομοίως ισχύουν:
             =            =             =              = 

=        και  Α΄΄ = Α, Β΄΄ = Β,   Γ΄΄ = Γ,  
Δ΄΄ = Δ.

Το τετράπλευρο Α΄΄Β΄΄Γ΄΄Δ΄΄ που είναι ομοιόθετο του ΑΒΓΔ με λόγο 
λ =       είναι σμίκρυνση του ΑΒΓΔ.
Γενικά
( Δύο ομοιόθετα πολύγωνα έχουν τις πλευρές τους ανάλογες και τις αντίστοιχες γωνίες τους ίσες.

( Οι αντίστοιχες πλευρές δύο ομοιόθετων πολυγώνων που δε βρίσκονται στην ίδια ευθεία είναι παράλληλες.

( Αν το πολύγωνο Π΄ είναι ομοιό-θετο του Π με λόγο λ, τότε το Π΄ είναι

- μεγέθυνση του Π, όταν λ > 1
- σμίκρυνση του Π, όταν 0 < λ < 1 και

- ίσο με το Π, όταν λ = 1.


Το ομοιόθετο κύκλου

Για να βρούμε 
το ομοιόθετο 
ενός 
κύκλου 
(Κ, ρ) με κέντρο ομοιοθεσίας Ο και   λόγο   ένα   θετικό   αριθμό   λ (π.χ. λ = 2), βρίσκουμε το ομοιόθετο του κέντρου Κ και το ομοιόθετο ενός σημείου Α του κύκλου, που είναι τα σημεία Κ΄ και Α΄ αντιστοίχως. Ορί-ζεται έτσι ένας κύκλος (Κ΄, ρ΄), όπου ρ΄ = Κ΄Α΄, που είναι ομοιόθετος του κύκλου (Κ, ρ). Το ευθύγραμμο τμήμα Κ΄Α΄ είναι ομοιόθετο του ΚΑ με κέντρο Ο και λόγο λ = 2, οπότε Κ΄Α΄ = 2 ( ΚΑ, δηλαδή ρ΄ = 2ρ.
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ - ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

 1   Με κέντρο ομοιοθεσίας ένα εσω-τερικό σημείο Ο τετραγώνου ΑΒΓΔ, πλευράς 1,5 cm και λόγο λ = 3, να σχεδιαστεί το ομοιόθετο του και να αποδειχτεί ότι είναι τετράγωνο.


Λύση 
Στις ημιευθείες 
ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ, 
ΟΔ παίρνουμε 
αντιστοίχως 
τα τμήματα 
ΟΑ΄ = 3 ( ΟΑ, 
ΟΒ΄ = 3 ( ΟΒ, 
ΟΓ΄ = 3 ( ΟΓ, ΟΔ΄ = 3 ( ΟΔ. To τετρά-πλευρο Α΄Β΄Γ΄Δ΄ είναι ομοιόθετο του ΑΒΓΔ με κέντρο Ο και λόγο 
λ = 3, οπότε:
           =           =           =           = 3

Άρα, Α΄Β΄ = 3 ( ΑΒ = 3 ( 1,5 = 4,5 cm. Ομοίως έχουμε 
Β΄Γ΄ = Γ΄Δ΄ = Δ΄Α΄ = 4,5 cm
Επειδή τα ομοιόθετα σχήματα έχουν τις αντίστοιχες γωνίες του ίσες, το τετρά​πλευρο Α΄Β΄Γ΄Δ΄ που είναι ομοιόθετο του ΑΒΓΔ θα έχει τις γω-νίες του ορθές. Επομένως το τετρά-πλευρο Α΄Β΄Γ΄Δ΄ είναι τετράγωνο, αφού έχει τις πλευρές του ίσες και τις γωνίες του ορθές. Άρα 
Το ομοιόθετο ενός τετραγώνου είναι τετράγωνο

   ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ
 1  Να συ-

μπληρώσετε 
τα παρακάτω κενά. Στην ομοιοθε-σία με κέντρο Ο και λόγο 
α) λ = 5 το ομοιόθετο του Α είναι το ....
γ) λ =      το ομοιόθετο του Γ είναι το .....

β) λ = 2 το ομοιόθετο του Β είναι το
.....

δ) λ =      το ομοιόθετο του Ε είναι το

.....


 2  Σε ποια από τα παρακάτω σχή-ματα τα πολύγωνα είναι ομοιόθετα;


 3  Να συμπληρώσετε τον πίνακα της επόμενης σελίδας:

	Ευθύγραμμο τμήμα
	Κέντρο ομοιοθεσίας
	Λόγος ομοιοθεσίας
	Ομοιόθετο τμήματος

	ΚΡ
	Α
	3
	

	ΡΝ
	Γ
	
	ΣΜ

	ΣΜ
	
	
	ΑΔ

	ΒΓ
	Α
	
	ΚΡ

	ΒΛ
	Β
	3
	





ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ –

ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ
 1  Να κατασκευάσετε ένα τετράγω-νο ΑΒΓΔ με πλευρά 3 cm.
α) Να σχεδιάσετε το ομοιόθετο του ΑΒΓΔ με κέντρο Α και λόγο: 
i) λ =        ii) λ = 2.
β) Να υπολογίσετε τις πλευρές των τετραγώνων που σχεδιάσατε.


 2  Να κατασκευάσετε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ, με κάθετες πλευρές ΑΒ = 12 cm και ΑΓ = 9 cm. Με κέ-

ντρο την κορυφή Α και λόγο λ =  

να σχεδιάσετε το ομοιόθετο του τριγώνου ΑΒΓ και να υπολογίσετε τις πλευρές του.


 3  Να σχεδιάσετε 
το ομοιόθετο του 
τριγώνου ΑΒΓ 
του διπλα​νού 
σχήματος με 
κέντρο ένα οποιοδήποτε σημείο Ο εκτός του τριγώνου και λόγο λ = 3.
Να υπολογίσετε τις πλευρές και τις γωνίες του νέου τριγώνου.

 4  Να σχεδιάσετε το ομοιόθετο ενός κύκλου (Ο, ρ) με κέντρο ομοιοθε-σίας Ο και λόγο λ = 3. Να αποδείξε-τε ότι ο νέος κύκλος θα έχει τριπλά-σιο μήκος και εννεαπλάσιο εμβα-δόν.


 5  Να τοποθετήσετε 
στο σχήμα τα ση-

μεία Κ, Λ, Μ, Ν, Ρ 
αν γνωρίζετε ότι:

- Το Κ είναι 
ομοιόθετο του Α με κέντρο Γ και
λόγο      .
- Το Α είναι ομοιόθετο του Λ με κέντρο Κ και λόγο 2.

- Το ΛΜ είναι ομοιόθετο του ΑΒ με 
κέντρο Γ και λόγο       .
- Το ΑΒ είναι ομοιόθετο του ΚΝ με κέντρο Γ και λόγο 3.

 6  Οι διαγώνιοι παραλληλογράμ-μου ΑΒΓΔ τέμνονται στο σημείο Κ. Να σχεδιάσετε το ομοιόθετο του ΑΒΓΔ με λόγο 2 και κέντρο ομοιο-θεσίας:

α) το σημείο Κ   β) το σημείο Α   
γ) ένα εξωτερικό σημείο του παραλ-ληλογράμμου.

Να συγκρίνετε τα τρία ομοιόθετα σχήματα και να δικαιολογήσετε την απάντηση σας.


 7  Σ΄ ένα τετραγωνισμένο χαρτί να χαράξετε ένα σύστημα αξόνων και να πάρετε τα σημεία Α(-1, 1), Β(2, 2) και Γ(0, -2).

α) Να σχεδιάσετε τρίγωνο Α΄Β΄Γ΄ ομοιόθετο του ΑΒΓ με κέντρο την αρχή των αξόνων και λόγο λ = 2. 
Να βρείτε τις συντεταγμένες των κορυφών του. Με ποια σχέση συνδέονται οι συντεταγμένες των κορυφών των δύο τριγώνων;

β) Να σχεδιάσετε τρίγωνο Α΄΄Β΄΄Γ΄΄ ομοιόθετο του ΑΒΓ με κέντρο το σημείο Κ(1, 1), λόγο λ = 2 και να βρείτε τις συντεταγμένες των κορυφών του. Ισχύει η ανάλογη σχέση για τις συντεταγμένες των κορυφών αυτών των τριγώνων;


 8  Στις πλευρές ΑΒ, ΑΓ τριγώνου ΑΒΓ να ορίσετε τα σημεία Δ, Ε 
αντιστοίχως, ώστε ΑΔ =      ΑΒ και 
ΑΕ =      ΑΓ. Να αποδείξετε ότι 
ΔΕ // ΒΓ και ΔΕ =      ΒΓ. 
 9  Να κατασκευάσετε το ομοιόθετο του πενταγώνου ΑΒΓΔΕ στην ομοιοθεσία κατά την οποία τα 
σημεία Α΄, Β΄ είναι ομοιόθετα των κορυφών Α, Β αντιστοίχως.


 1.5.  Ομοιότητα
( Μαθαίνω πότε δύο πο-λύγωνα είναι όμοια.
( Μαθαίνω πότε δύο τρίγωνα είναι όμοια.


ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ
Στο σχήμα της επόμενης σελίδας, οι πλευρές του τετραπλεύρου Α΄Β΄Γ΄Δ΄ (ή Π΄) έχουν διπλάσιο με-γεθος από τις πλευρές του τετρα-πλεύρου ΑΒΓΔ (ή Π) και οι αντίστοι-χες γωνίες των τετραπλεύ​ρων είναι ίσες.

1. Να σχεδιάσετε το τετράπλευ​ρο Α΄΄Β΄΄Γ΄΄Δ΄΄ (ή Π΄΄) που είναι ομοιό-θετο του ΑΒΓΔ με κέ​ντρο Ο και λόγο λ = 2.

2. Να συγκρίνετε το τετράπλευ​ρο που σχεδιάσατε με το Π΄.
3. Ποιο συμπέρασμα προκύπτει για τα αρχικά τετράπλευρα Π και Π΄;



 Α  Όμοια πολύγωνα

Αν έχουμε δύο ομοιόθετα πολύγω-να, τότε το ένα είναι μεγέθυνση ή σμίκρυνση του άλλου ή είναι ίσα. Δύο πολύγωνα Π και Π΄ που το ένα είναι μεγέθυνση ή σμίκρυνση του άλλου ή είναι ίσα τα λέμε όμοια και συμβολίζουμε Π ≈ Π΄. Από τον προη-γούμενο ορισμό προκύπτει ότι:

Τα ομοιόθετα πολύγωνα είναι όμοια.

Αν όμως ένα πολύγωνο Π΄, δεν είναι ομοιόθετο του Π ή δεν είναι εύκολο να εξηγήσουμε ότι είναι ομοιόθετο του Π, τότε πώς μπο-ρούμε να διαπιστώσουμε ότι είναι όμοιο του; Ας πάρουμε δύο τετρά-πλευρα ΑΒΓΔ (ή Π) και Α΄Β΄Γ΄Δ΄ (ή Π΄), ώστε οι πλευρές του Π΄ να είναι διπλάσιες των πλευρών του Π και οι αντίστοιχες γωνίες τους να είναι ίσες. Αν σχεδιάσουμε ένα τετρά-πλευρο Α΄΄Β΄΄Γ΄΄Δ΄΄ (ή Π΄΄) ομοιό-θετο του Π με λόγο λ = 2, τότε τα τετράπλευρα Π΄ και Π΄΄ είναι ίσα, γιατί έχουν και τις αντίστοιχες πλευρές και γωνίες τους ίσες. Το Π΄΄ ως ομοιόθετο του Π, με λόγο 2 
είναι μεγέθυνση του, άρα και το ίσο του πολυγώνο Π΄ είναι μεγέθυνση του Π, οπότε τα τετράπλευρα Π και Π΄ είναι όμοια. Το ίδιο θα συνέβαινε αν το Π΄ ήταν σμίκρυνση του Π.

Τα αρχικά τετράπλευρα ΑΒΓΔ και Α΄Β΄Γ΄Δ΄ τα σχεδιάσαμε, ώστε να ισχύουν οι σχέσεις:

           =           =           =           = 2 (1)
και Α΄ = Α, Β΄ = Β, Γ΄ = Γ, Δ΄ = Δ. (2)
και διαπιστώσαμε ότι είναι όμοια.


Γενικά
Αν δύο πολύγωνα έχουν τις πλευ-ρές τους ανάλογες και τις αντίστοι-χες γωνίες τους ίσες, τότε είναι όμοια.

Δύο οποιεσδήποτε αντίστοιχες πλευρές ομοίων πολυγώνων έχουν
τον ίδιο λόγο (π.χ.            = 2), 
γι΄ αυτό λέγονται ομόλογες και ο λόγος τους λέγεται λόγος ομοιό-τητας.
Είδαμε λοιπόν ότι δύο πολύγωνα είναι όμοια, αν είναι ή μπορεί να γίνουν ομοιόθετα και επομένως θα ισχύουν και γι΄ αυτά οι ιδιότητες των ομοιοθέτων σχημάτων, δηλαδή: 
Αν δύο πολύγωνα είναι όμοια, τότε έχουν τις ομόλογες πλευρές τους ανάλογες και τις αντίστοιχες γωνίες τους ίσες.
Από τη σχέση (1) και γνωστή ιδιότητα των αναλογιών έχουμε:
λ =            =           =           =           =

=                                               =

=                             .  Άρα

Ο λόγος των περιμέτρων δύο όμοιων πολυγώνων είναι ίσος με το λόγο ομοιότητας τους

Λόγος ομοιότητας - Κλίμακα

Οι χάρτες συνήθως παρουσιάζουν μια γεωγραφική περιοχή σε σμί-κρυνση, δηλαδή παρουσιάζουν ένα σχήμα όμοιο με το πραγματικό. Το μέγεθος της σμίκρυνσης καθορίζε-ται από την κλίμακα του χάρτη που αναγράφεται πάνω σ΄ αυτόν. Η κλί-μακα είναι ο λόγος της απόστασης στο χάρτη προς την αντίστοιχη πραγματική απόσταση, δηλαδή είναι ο λόγος ομοιότητας των δύο σχημάτων.

Για παράδειγμα κλίμακα 
1 : 2000000 σημαίνει ότι, ο λόγος ομοιότητας του σχήματος στο

χάρτη προς το πραγματικό είναι 
λ =                οπότε 1 cm στο
χάρτη είναι 20 km στην πραγματι-κότητα.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ - ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

 1   Να αποδειχτεί ότι δύο κανονικά πεντάγωνα είναι όμοια.


Λύση 
Οι πλευρές ενός κανονικού πολυ-γώνου είναι ίσες. Άρα τα κανονικά πεντάγωνα ΑΒΓΔΕ και Α΄Β΄Γ΄Δ΄Ε΄ έχουν τις πλευρές τους ανάλογες, δηλαδή ισχύει:

         =          =         =          =       

αφού και οι αριθμητές και οι παρο-νομα​στές είναι μεταξύ τους ίσοι.

Τα κανονικά πεντάγωνα έχουν και τις γωνίες τους ίσες εφόσον καθεμιά από αυτές είναι 
φ = 180ο​​ -            =  180ο - 72ο = 108ο.
Άρα τα κανονικά πεντάγωνα έχουν τις πλευρές τους ανάλογες και τις αντίστοιχες γωνίες τους ίσες, οπότε είναι όμοια.

Γενικά
Δύο κανονικά πολύγωνα που έχουν το ίδιο πλήθος πλευρών είναι όμοια.

 2   Στο σχήμα της επόμενης σελί-δας φαίνεται η αεροφωτο​γραφία ενός αγροκτήματος που έχει σχήμα ορθογωνίου και έχει περιφραχτεί με
συρματόπλεγμα μη-

κους 270 m. Να 
βρεθούν οι πραγ-

ματικές διαστά-

σεις του αγροκτή-

ματος. Με ποια 
κλίμακα έχει φωτογραφηθεί το αγρόκτημα;

Λύση 
Το ορθογώνιο ΑΒΓΔ της αεροφωτο-γραφίας είναι σμίκρυνση του πραγ-ματικού αγροκτήματος Α΄Β΄Γ΄Δ΄, οπότε είναι όμοιο προς αυτό.  

Άρα ισχύει            =          = λ (1).

Ο λόγος ομοιότητας λ είναι ίσος με το λόγο των περιμέτρων τους. Η περίμετρος του ΑΒΓΔ είναι 
2 ( 4 + 2 ( 5 = 18 cm, ενώ του Α΄Β΄Γ΄Δ΄ είναι ίση με το μήκος του συρματοπλέγματος, δηλαδή 270 m ή 27000 cm.
Άρα λ =              =           οπότε


         =          =           .       

Επομένως έχουμε:

Α΄Δ΄ = 1500 ( ΑΔ = 1500 ( 4 = 
= 6000 cm ή Α΄Δ΄ = 60 m. 
Δ΄Γ΄ = 1500 ( ΔΓ = 1500 ( 5 = 
= 7500 cm ή Δ΄Γ΄ = 75 m.

Δηλαδή, οι πραγματικές διαστάσεις του αγροκτήματος είναι 60 m και 
75 m. Η κλίμακα φωτογράφισης είναι ίση με το λόγο ομοιότητας 
λ =          δηλαδή 1 : 1500.

   ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ
 1  Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις με (Σ), αν είναι σωστές ή με (Λ), αν είναι λανθασμένες.

α) Δύο τετράγωνα είναι όμοια. 
β) Δύο ορθογώνια είναι όμοια. 

γ) Αν δύο πολύγωνα έχουν τις πλευρές τους ανάλογες, τότε είναι όμοια. 

δ) Δύο ρόμβοι είναι σχήματα 
όμοια. 
ε) Αν δύο πολύγωνα είναι ίσα, τότε είναι όμοια. 
στ) Δύο κανονικά πολύγωνα 
είναι όμοια.  
 2  Ποια από τα πολύγωνα του παρακάτω σχήματος είναι όμοια;


 3  Σε καθένα από τα παρακάτω σχήματα να συμπληρώσετε τον πίνακα με τις διαστά​σεις των αντιστοίχων παραλληλογράμμων και να βρείτε ποια απ’ αυτά είναι όμοια.


1 μον
	
	Διαστάσεις

	ΑΒΓΔ
	
	

	ΕΖΗΘ
	
	

	ΙΚΛΜ
	
	



   1 μον
 4  Αν τα τετράπλευρα ΑΒΓΔ και Α΄Β΄Γ΄Δ΄ είναι όμοια, να συμπλη-ρώσετε τις προτάσεις:

α) Ο λόγος ομοιότητας του ΑΒΓΔ προς το Α΄Β΄Γ΄Δ΄ είναι......................
β) Ο λόγος ομοιότητας του Α΄Β΄Γ΄Δ΄ προς το ΑΒΓΔ είναι ......................

γ) Αν η γωνία Β είναι 110ο, τότε και η γωνία.......είναι 110ο.

δ) Ο λόγος                       
λ = 

είναι ίσος με …….
ε) Η πλευρά ΒΓ είναι ίση με.......cm.

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ –

ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ
 1  Σε ποια από τις παρακάτω περι-πτώσεις τα παραλληλόγραμμα ΑΒΓΔ και ΕΖΗΘ είναι όμοια; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.
α)
β) 

 2  Αν τα τετράπλευρα ΑΒΓΔ και ΕΖΗΘ είναι όμοια, να βρείτε το x σε καθεμιά από τις περιπτώσεις:

α)

β)
 3  Ένα παραλληλόγραμμο έχει πλευρές 24 cm και 18 cm. Ένας μαθητής θέλοντας να κατασκευάσει ένα παραλληλόγραμμο όμοιο μ’ αυτό αλλά που να έχει τη μεγαλύ-τερη πλευρά 20 cm, σκέφτηκε να μειώσει και την άλλη πλευρά κατά 4 cm. Ήταν σωστή η σκέψη του; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.


 4  Οι διαγώνιοι ενός παραλληλο-γράμμου ΑΒΓΔ τέμνονται στο ση-μείο Κ. Να αποδείξετε ότι το τετρά-πλευρο που προκύπτει αν ενώ-σουμε τα μέσα των ΚΑ, ΚΒ, ΚΓ, ΚΔ είναι παραλληλόγραμμο όμοιο με το ΑΒΓΔ.


 5  Στο παραλληλό-

γραμμο ΑΒΓΔ είναι 
ΑΚ =      ΑΓ, 
ΕΖ // ΑΔ και ΗΘ // ΑΒ. Να αποδεί-ξετε ότι:

α) Το παραλληλόγραμμο ΑΕΚΗ είναι όμοιο με το ΑΒΓΔ.

β) Το παραλληλόγραμμο ΑΕΚΗ είναι όμοιο με το ΚΘΓΖ.

 6  Ένας μαθητής 
ξεκίνησε το 
πρωί από 
το σπίτι του 
Μ και αφού ακο-

λούθησε τη δια-

δρομή που φαί-

νεται στο σχέδιο, 
έφτασε στο σχολείο 
του Σ. Το μεσημέρι επέστρεψε σπίτι του από άλλο δρόμο προκειμένου να περάσει και από το σπίτι ενός φίλου του που βρισκόταν στο σημείο Φ. Αν η συνολική διαδρομή που έκανε ο μαθητής ήταν 640 m, 
να βρείτε πόσο απέχουν τα σπίτια των δύο φίλων. Ποια είναι η κλίμακα του σχεδίου;

 Β  Όμοια τρίγωνα
Δύο τρίγωνα ΑΒΓ, ΔΕΖ, όπως και δύο πολύγωνα, είναι όμοια, αν 
έχουν τις πλευρές τους ανάλογες και τις αντίστοιχες γωνίες τους ίσες.

Δηλαδή αν έχουν           =         =

και Α = Δ,   Β = Ε,   Γ = Ζ.

Για να είναι λοιπόν δύο τρίγωνα όμοια πρέπει να ισχύουν όλες οι προηγούμενες ισότητες; Ευτυχώς όχι.
Για παράδειγμα, ας πάρουμε δύο τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΕΖ που έχουν 
δύο γωνίες τους ίσες 
(Α = Δ  και Β = Ε).
Αν τοποθετήσουμε το τρίγωνο ΔΕΖ πάνω στο ΑΒΓ, ώστε η γωνία Δ να συμπέσει με την ίση της γωνία Α, τότε η πλευρά ΕΖ θα συμπέσει με τη Β΄Γ΄ και οι γωνίες Β, Β΄ θα είναι ίσες. Άρα Β΄Γ΄ // ΒΓ και από το Θεώρημα του Θαλή έχουμε:

          =          =      ή ΑΒ΄ =      ( ΑΒ
και ΑΓ΄ =      ( ΑΒ
Άρα το τρίγωνο ΑΒ΄Γ΄ είναι ομοιό-θετο του ΑΒΓ στην ομοιοθεσία με 
κέντρο Α και λόγο       , οπότε 
ΑΒ΄Γ΄ ≈ ΑΒΓ. Επειδή τα τρίγωνα ΔΕΖ, ΑΒ΄Γ΄ είναι ίσα, θα είναι και ΔΕΖ ≈ ΑΒΓ. Επομένως
Αν δύο τρίγωνα έχουν δύο γωνίες τους ίσες μία προς μία, τότε είναι όμοια.

Είδαμε λοιπόν, ότι αν δύο τρίγωνα έχουν δύο γωνίες τους ίσες μία προς μία, τότε είναι όμοια, οπότε θα έχουν και την τρίτη γωνία τους ίση και τις ομόλογες πλευρές τους ανάλογες.


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ - ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

 1   Ένας προβολέας Π βρίσκεται στο έδαφος και φωτίζει ένα δέντρο ΒΓ. Η σκιά του δέντρου στο απέναντι κτίριο φτάνει μέχρι την οροφή του 4ου ορόφου. 
Αν το ισόγειο και κάθε 
όροφος έχουν ύψος 3 m 
και η απόσταση 
του δέντρου 
από τον προβολέα είναι 8 m, ενώ από το κτίριο είναι 12 m, να βρεθεί το ύψος του δέντρου.

Λύση 
Τα τρίγωνα ΠΒΓ και ΠΒ΄Γ΄ είναι
ορθογώνια, αφού Β = Β΄ = 90o και 
έχουν τη γωνία Π κοινή. Επομένως, έχουν δύο γωνίες ίσες, οπότε είναι όμοια και θα έχουν τις ομόλογες πλευρές τους ανάλογες, δηλαδή 

          =              (1).
Η σκιά καλύπτει το ισόγειο και 4 ορόφους, οπότε θα έχει ύψος 
Β΄Γ΄ = 5 ( 3 = 15 m. Άρα η ισότητα 
(1) γίνεται          =              ή
20 ( ΒΓ = 120, οπότε το ύψος του

δέντρου είναι ΒΓ = 6 m.
 2   Σ’ ένα ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με υποτείνουσα ΒΓ = 10 cm και ΑΓ = 8 cm να χαραχθεί το ύψος ΑΔ. Να αποδειχθεί ότι τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΓΔ είναι όμοια και να γραφούν οι ίσοι λόγοι. Να υπολογιστούν τα τμήματα ΔΓ και ΔΒ.

Λύση 
Τα τρίγωνα 
ΑΒΓ και ΑΔΓ 
είναι ορθογώ-

νια, αφού 
Α = Δ = 90o και 
έχουν τη γωνία Γ κοινή. Δηλαδή, έχουν δύο γωνίες ίσες μία προς μία, οπότε είναι όμοια και θα έχουν τις ομόλογες πλευρές τους ανάλο-γες. Οι ομόλογες πλευρές των τρι-γώνων είναι οι πλευρές που βρί-σκονται απέναντι από τις ίσες γω-νίες τους.


Άρα έχουμε          =         =           (1).
Από τις ισότητες (1) έχουμε 
        =           ή          =        .
Άρα 10 ( ΔΓ = 64, οπότε 
ΔΓ = 6,4 cm. Επειδή ΒΓ = 10 cm και ΔΓ = 6,4 cm έχουμε ΒΔ = 10 - 6,4 δηλαδή ΒΔ = 3,6 cm.

   ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ
 1  Ποια από τα παρακάτω ζεύγη τριγώνων είναι όμοια;
α)
β)
γ)
 2  Να εξηγήσετε γιατί τα τρίγωνα του σχήματος της επόμενης σελίδας είναι όμοια.



 3  Να γράψετε τους ίσους λόγους στα παρακάτω ζεύγη των ομοίων τριγώνων.
α)
            –––– = –––– = ––––

β) 
            –––– = –––– = ––––

γ) 


                             –––– = –––– = ––––


 4  Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις με (Σ), αν είναι σωστές ή με (Λ), αν είναι λανθασμένες.

α) Δύο ισόπλευρα τρίγωνα είναι όμοια.  
β) Αν δύο ορθογώνια τρίγωνα έχουν μία οξεία γωνία ίση, είναι όμοια.  
γ) Δύο όμοια τρίγωνα έχουν τις ομόλογες πλευρές τους ανά-

λογες.  
δ) Δύο ορθογώνια και ισοσκελή τρίγωνα είναι όμοια. 
ε) Αν δύο ισοσκελή τρίγωνα έχουν μία γωνία 40ο, είναι όμοια. 
στ) Ο λόγος των περιμέτρων δύο ομοίων τριγώνων, είναι ίσος με
το λόγο ομοιότητάς τους.


 5  α) Να εξηγήσετε 
γιατί τα τρίγωνα 
ΑΒΔ και ΕΣΗ είναι 
όμοια.
β) Αν δύο πολύ-

γωνα αποτελού-

νται από τον ίδιο 
αριθμό ομοίων τρι-

γώνων, είναι πάντοτε 
όμοια;

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ –

ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ
 1  Να υπολογίσετε το χ σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις:
α)                                 β)


γ)
 2  Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ 
(Α = 90o) και ΑΔ το ύψος του. Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΑΔΒ και 
ΑΔΓ είναι όμοια. Αν ΔΒ = 4 cm και ΔΓ = 9 cm, να βρείτε το μήκος του τμήματος ΑΔ.
 3  Στις κάθετες πλευρές ΑΒ = 8 cm και ΑΓ = 12 cm ενός ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ να πάρετε αντιστοί-χως τα σημεία Δ και Ε, ώστε ΑΔ = 2 cm και ΑΕ = 3 cm. Να αποδείξετε ότι: 
α) ΔΕ // ΒΓ

β) τα τρίγωνα ΑΔΕ, ΑΒΓ είναι όμοια.

 4  Να βρείτε το 
πλάτος ΑΒ του 
ποταμού, αν 
ΑΓ = 12 m, 
ΓΔ = 15 m, 
ΕΔ = 60 m 
και Α = Δ = 90ο.

 5  Να αποδείξετε ότι 
τα τρίγωνα ΑΕΓ, ΒΕΔ 
είναι όμοια και να 
υπολογίσετε το x.


 6  Μπροστά στο 
μάτι μας και σε 
απόσταση 0,4 m 
κρατάμε κατακό-

ρυφα ένα ραβδί 
ΑΒ = 0,5 m. Αν 
μετακινηθούμε 
και σταθούμε σε 
ένα σημείο Ζ τέ-

τοιο, ώστε οι ευθείες ΟΑ, ΟΒ 
να καταλήγουν στη βάση και στην κορυφή της κεραίας ενός ραδιοφω-νικού σταθμού, διαπιστώνουμε ότι η απόσταση μας από την κεραία είναι ΓΖ = 16,8 m. Μπορείτε να υπολογίσετε το ύψος της κεραίας;
 7  Στο τρα-

πέζιο ΑΒΓΔ 
είναι 
ΕΖ // ΔΓ, 
ΒΗ // ΑΔ 
και 
ΕΘ // ΑΔ. 
Να αποδεί​ξετε ότι τα τρίγωνα ΒΗΕ, ΕΘΓ είναι όμοια και να υπολογίσετε το x.

 8  Ο γιος έχει ύψος 1,36 m. Ποιο είναι το ύψος του πατέρα του;

             ΕΝΑ ΘΕΜΑ ΑΠΟ ΤΗΝ ΙΣΤΟ- 

             ΡΙΑ ΤΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

Η θεωρία των ομοίων σχημάτων ήταν γνωστή από τα μέσα του 7ου αιώνα π.Χ. Με τη βοήθεια της θεωρίας αυτής ο Θαλής ο Μιλήσιος (624 - 547 π.Χ.), ένας από τους επτά σοφούς της αρχαιότητας, κατόρθω-σε να υπολογίσει το ύψος της μεγά-λης πυραμίδας του Χέοπος από το μήκος της σκιάς της, αποσπώντας το θαυμασμό του βασιλιά της Αιγύ-πτου, του Άμασι.

Δε γνωρίζουμε ακριβώς τις τεχνικές που χρησιμοποίησε ο Θαλής σ’ αυτό το επίτευγμα του. Ο Πλούταρ-χος, ωστόσο, μας διηγείται τα εξής:

«Αφού έστησε το ραβδί του ο Θαλής στο τέλος της σκιάς της πυραμίδας από τα δύο όμοια τρίγωνα που προκύπτουν από την
επαφή της ακτίνας του ήλιου, απέ-δειξε ότι o λόγος που είχε η σκιά της πυραμίδας προς τη σκιά της ράβδου ήταν ο ίδιος με το λόγο που είχε το ύψος της πυραμίδας προς το μήκος της ράβδου».


Ο Διογένης ο Λαέρτιος, μάλιστα, ισχυρίζεται ότι ο Θαλής μέτρησε τη σκιά της πυραμίδας, όταν το μήκος της ράβδου έγινε ίσο με το μήκος της σκιάς της.
Μπορείτε να εξηγήσετε, πώς ο Θαλής υπολόγισε τελικά το ύψος τι πυραμίδας, αφού μπορούσε να μετρήσει το μήκος της πλευράς της τετραγωνικής βάσης της πυραμίδας και της σκιάς ΔΑ΄;
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Ύψος, ενός τριγώνου ονομάζεται το ευθύγραμμο τμήμα που φέ-ρουμε από μια κορυφή και είναι κάθετο στην ευθεία της απέναντι πλευράς.
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Διχοτόμος, ενός τριγώνου ονομά-ζεται το ευθύγραμ-μο τμήμα που φέ-ρουμε από μια κο-ρυφή, χωρίζει τη γωνία σε δύο ίσες γωνίες και κατα�-λήγει στην απέ-ναντι πλευρά.
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Διάμεσος, ενός τριγώνου ονο-μάζεται το ευθύ-γραμμο τμήμα που ενώνει μια κο�ρυφή του τρι-γώνου με το με-σο της πέναντι πλευράς.
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Ισόπλευρο, όταν έχει και τις τρεις πλευρές του ίσες
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Ισοσκελές, όταν έχει δύο πλευρές ίσες
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Σκαληνό, όταν
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Ορθογώνιο, όταν έχει μία 


γωνία ορθή
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Αμβλυγώνιο, όταν έχει μία 


γωνία αμβλεία
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Οξυγώνιο, όταν


έχει όλες του τις


γωνίες οξείες
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Α + Β + Γ = 180ο
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